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Minimalite´ des courbes sous-canoniques
0. Introduction.
Soient P3 l’espace projectif de dimension 3 sur un corps k alge´briquement clos et
R = k[X, Y, Z, T ] l’anneau de polynoˆmes associe´. Il y a des liens forts entre les faisceaux
cohe´rents (ou les fibre´s) sur P3, les R-modules gradue´s de longueur finie et les courbes
localement Cohen-Macaulay de P3. Rappelons les proprie´te´s suivantes :
L’e´quivalence stable est de´finie sur l’ensemble des fibre´s :
De´finition 0.1. Deux fibre´s F et F ′ sur P3 sont dits stablement isomorphes s’il existe
des fibre´s dissocie´s (c’est-a`-dire sommes directes de faisceaux inversibles) L et L′ et un
isomorphisme F ⊕ L ≃ F ′ ⊕ L′.
Dans [HMDP], nous avons de´fini sur l’ensemble des faisceaux cohe´rents sur P3 la
relation d’e´quivalence de pseudo-isomorphisme :
De´finition 0.2. Soient N et N ′ des faisceaux cohe´rents sur P3 et soit f un morphisme
de N dans N ′. On dit que f est un pseudo-isomorphisme (en abre´ge´ un psi) s’il induit :
0) un isomorphisme H0N (n)→ H0N ′(n) pour tout n≪ 0,
1) un isomorphisme H1∗N → H
1
∗N
′ et
2) une injection H2∗N → H
2
∗N
′.
Deux faisceaux cohe´rents seront dits pseudo-isomorphes s’il existe une chaˆıne de psi qui
les joint.
C’est une extension de l’e´quivalence stable au sens suivant :
Proposition 0.3. L’application canonique de l’ensemble Stab des classes d’isomor-
phisme stable de fibre´s F de P3 ve´rifiant H2∗F = 0 dans l’ensemble Psi des classes de
pseudo-isomorphisme de faisceaux cohe´rents de dimension projective≤ 1 est une bijection.
De´monstration. L’injectivite´ est une conse´quence de [HMDP]2.11 et 2.8, la surjectivite´
de [HMDP]2.10.
Le lien entre les fibre´s et les R-modules gradue´s est le suivant :
Proposition 0.4. (Horrocks, cf. [Ho]). Soit Mf l’ensemble des classes d’isomor-
phisme de R-modules gradue´s de longueur finie. L’application qui a` un tel module associe
le faisceau associe´ a` son deuxie`me module de syzygies induit une bijection de Mf dans
Stab, la bijection re´ciproque e´tant induite par l’application qui envoie un fibre´ F sur le
module H1∗F .
On en de´duit que l’application qui envoie un faisceau N de dimension projective ≤ 1
sur le module H1∗N induit une bijection de Psi sur Mf .
Passons maintenant aux courbes :
1
Proposition 0.5. (Rao, cf. [R]). Soit Bil l’ensemble des classes de biliaison de
courbes (localement Cohen-Macaulay) de P3. L’application qui a` une courbe C associe
son module de Rao H1∗JC induit une bijection de Bil sur le quotient de Mf par l’action
de de´calage des degre´s.
Corollaire 0.6. L’application qui a` une courbe C associe son faisceau d’ide´aux JC
induit une bijection de Bil sur le quotient de Psi par l’action de tensorisation par une
puissance du faisceau OP(1).
Il y a deux manie`res particulie`res de construire la bijection re´ciproque ; en effet dans
chaque classe de Psi, il y a des fibre´s d’apre`s 0.3, et des faisceaux re´flexifs de rang 2 (cf.
[MDP2]) :
– soit F un fibre´ ; il existe un faisceau dissocie´ P, un entier h, une courbe C et une
suite exacte 0 → P → F → JC(h)→ 0. On associe a` la classe de F la classe de biliaison
de C ;
– soit N un faisceau re´flexif de rang 2 ; on lui associe la classe de biliaison d’une
courbe obtenue comme sche´ma des ze´ros d’une section non nulle de N (n) pour un entier
n bien choisi (en particulier si H0N (n − 1) = 0 et H0N (n) 6= 0, toute section non nulle
de N (n) convient).
Dans chaque classe de biliaison, il y a des courbes minimales, qui re´alisent le plus
petit de´calage [cf. Mi], et qui permettent de de´crire toutes les courbes de la classe (cf.
[MDP1] V, [BBM]).
Dans chaque classe de Psi, il y a, parmi les faisceaux re´flexifs de rang 2, des faisceaux
re´flexifs minimaux, dont la troisie`me classe de Chern est minimale (cf. [B]).
Il est naturel de se demander s’il y a une relation entre les courbes minimales et les
faisceaux re´flexifs minimaux (a` de´calage pre`s), ce qui conduit a` la question suivante :
Question I. Dans une classe de biliaison, la courbe minimale est-elle section d’un
faisceau re´flexif ?
La re´ponse est ne´gative, comme on le voit facilement sur un contre-exemple (cf. [B]).
Si M est un module de Koszul de type (n1, n2, n3, n4), c’est-a`-dire un quotient de R par
une suite re´gulie`re (f1, f2, f3, f4) ou` fi est de degre´ ni avec n1 ≤ n2 < n3 ≤ n4, la courbe
minimale associe´e au module M ⊕M n’est pas une section d’un faisceau re´flexif minimal.
Dans une classe de Psi, il n’y a pas toujours de fibre´ de rang 2. Lorsqu’il y en a,
ce sont les e´le´ments minimaux. Les sche´ma des ze´ros des sections de ces fibre´s, lorsqu’ils
sont de dimension 1, sont des courbes sous-canoniques. On peut alors poser la question
suivante :
Question II. Si une classe de biliaison contient des courbes sous-canoniques, la courbe
minimale est-elle aussi sous-canonique ?
Par exemple, dans la classe de biliaison associe´e a` un module de Kozsul de type
(n1, n2, n3, n4) avec n1 ≤ n2 ≤ n3 ≤ n4 et n1 + n4 = n2 + n3, la courbe minimale est
sous-canonique.
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Comme le montre A. Buraggina (cf. [B] 5), cette question est e´quivalente a` la question
suivante, qui nous a e´te´ pose´e par Hartshorne et Ellia :
Question III. Soit E un fibre´ de rang 2 sur P3, n un entier relatif tel que H0E(n−1) = 0
etH0E(n) 6= 0, soit C une courbe sche´ma des ze´ros d’une section non nulle de E(n). Est-elle
minimale dans sa classe de biliaison ?
Dans cet article, nous donnons une re´ponse positive aux questions II et III (the´ore`me
2.5).
Dans le premier paragraphe, nous e´tudions, pour toute courbe C trace´e sur une sur-
face Q, le faisceau HomOQ(JC/Q,OQ) dont les sections globales sont lie´es aux biliaisons
e´le´mentaires que l’on peut faire a` partir de la courbe (cf. 1.2) et a` ses proprie´te´s de mini-
malite´. En particulier nous caracte´risons les homomorphismes non nuls et non injectifs de
JC/Q dans OQ(h) (cf. 1.8).
Le deuxie`me paragraphe est consacre´ a` la preuve du re´sultat. La me´thode est la
suivante : si C est une courbe sous-canonique minimale pour un fibre´ pour laquelle on
peut faire une biliaison e´le´mentaire descendante, il existe un entier n < 0 et une section
non nulle de OC(n). L’e´tude de la courbe contenue dans C sur laquelle cette section
s’annule conduit a` une contradiction.
Notations. On de´signe par k un corps alge´briquement clos et par R l’anneau de polynoˆmes
k[X, Y, Z, T ]. L’espace projectif P3k sera note´ simplement P
3 et son faisceau structural OP.
Si F est un OP-module nous noterons h
iF la dimension de l’espace vectoriel HiF , et Hi∗F
le R-module gradue´
⊕
n∈ZH
iF(n).
Une courbe C de P3 est un sous-sche´ma ferme´ purement de dimension 1, localement
Cohen-Macaulay, de´fini par un faisceau d’ide´aux JC . Son faisceau dualisant est le faisceau
ωC = Ext
2
OP
(OC , ωP ) = Ext
2
P (OC ,OP)(−4).
On note
e(C) = sup{n ∈ Z | h1OC(n) 6= 0 },
s0(C) = inf{n ∈ Z | h
0JC(n) 6= 0 }.
Le module de Rao de C : MC = H
1
∗JC est un R-module gradue´ de longueur finie qui
joue un roˆle important dans la classification des courbes gauches.
1. Etude du dual de l’ide´al d’une courbe trace´e sur une surface.
Dans tout ce paragraphe, on de´signera parQ une surface de degre´ s, non ne´cessairement
inte`gre, de P3 et par q son e´quation. Pour toute courbe C trace´e sur Q, de´finie par un
faisceau d’ide´aux JC , on va e´tudier le faisceau de OQ-modules HomOQ(JC/Q,OQ). Les
sections globales de ce faisceau sont lie´es aux proprie´te´s de minimalite´ de la courbe, comme
nous le rappelons ci-dessous.
De´finition 1.1. Une courbe C est minimale dans sa classe de biliaison si son module
de Rao a le de´calage minimum, c’est-a`-dire si pour toute courbe C′ de la classe de biliaison
de C on a MC′ ≃MC(−h) avec h ≥ 0.
Dans la description des classes de biliaison, on utilise l’ope´ration de biliaison e´le´men-
taire, qui s’obtient en pratiquant deux liaisons successives, l’une des surfaces liantes e´tant
commune aux deux liaisons. Plus pre´cise´ment, on a le re´sultat suivant :
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Proposition 1.2. Soient C et C′ deux courbes trace´es sur Q et soit h ∈ Z. Les
conditions suivantes sont e´quivalentes :
1) C′ est obtenue a` partir de C par une double liaison par des surfaces (Q, S) et (Q, S′)
avec degS′ − degS = h.
2) Il existe un homomorphisme injectif u : JC/Q(−h)→ OQ d’image JC′/Q.
On a alors MC ≃MC′(h).
On dit que C′ est obtenue a` partir de C par une biliaison e´le´mentaire de hauteur h
sur Q, ascendante (resp. descendante) si h > 0 (resp. h < 0).
De´monstration. Voir [MDP1] III.2.3.
Proposition 1.3. Le diagramme fondamental. Soient C une courbe trace´e sur Q,
h ∈ Z et u : JC/Q(−h) → OQ un homomorphisme. On a un diagramme commutatif de
suites exactes de OQ-modules :
0 → JC/Q(−h) → j OQ(−h) → OC(−h) → 0

yu


yu∨


yθ
0 → OQ → j
∨ HomOQ(JC/Q,OQ) → ωC(4− s) → 0
ou` j : JC/Q → OQ est l’injection canonique.
De´monstration. Partant de la suite exacte :
0→ JC/Q → jOQ → OC → 0
on obtient la premie`re ligne en la tensorisant par OQ(−h) et la deuxie`me ligne en lui
appliquant le foncteur HomOQ(.,OQ). En effet, on a HomOQ(OC ,OQ) = 0 et ωC =
Ext1OQ(OC , ωQ) = Ext
1
OQ
(OC ,OQ)(s− 4).
L’e´galite´ u∨j = j∨u, qui entraˆıne l’existence de θ, est une conse´quence du lemme
facile d’alge`bre suivant :
Lemme 1.4. Soit A un anneau commutatif, J un ide´al de A, j l’injection canonique
de J dans A et u un homomorphisme A-line´aire de J dans A. Alors on a u∨j = j∨u.
De´monstration. Soient α et β deux e´le´ments de J . On a :
u∨j(α)(β) = j(α)u(β) = αu(β) = u(αβ), j∨u(α)(β) = u(α)j(β) = βu(α) = u(αβ).
Gardant les notations de 1.3, on en de´duit les deux re´sultats suivants, qui seront utiles
dans la suite :
Corollaire 1.5. Pour tout entier ne´gatif h, on a un isomorphismeHom(JC/Q,OQ(h)) ≃
H0ωC(4− s+ h) qui a` u associe θ.
De´monstration. Cela re´sulte de la suite exacte :
0→ H0OQ(h)→ Hom(JC/Q,OQ(h))→ H
0ωC(4− s+ h)→ 0
Corollaire 1.6. Soit C′ une courbe contenue dans C. Alors u se prolonge a` JC′/Q(−h)
si et seulement si θ se factorise a` travers la projection OC(−h)→ OC′(−h).
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De´monstration. Soient j′ : JC′/Q → OQ et i : JC/Q → JC′/Q les injections canoniques.
Supposons que u se prolonge en u′ : JC′/Q(−h) → OQ. On a un diagramme commutatif
de suites exactes :
0 → JC/Q(−h) → j OQ(−h) → OC(−h) → 0

yi ‖


y
0 → JC′/Q(−h) → j
′ OQ(−h) → OC′(−h) → 0

yu′


yu
′
∨


yθ′
0 → OQ → j
′
∨ HomOQ(JC′/Q,OQ) → ωC′(4− s) → 0
‖


yi∨


y
0 → OQ → j∨ HomOQ(JC/Q,OQ) → ωC(4− s) → 0
L’e´galite´ i∨u
′
∨ = u∨ montre que la compose´e des trois fle`ches verticales de droite n’est
autre que θ, qui se factorise comme annonce´.
Inversement, si θ se factorise a` travers la projection OC(−h) → OC′(−h), le dia-
gramme pre´ce´dent dans lequel on supprime la troisie`me ligne nous donne l’existence de la
fle`che u′.
D’apre`s 1.2, l’e´tude de la minimalite´ d’une courbe trace´e sur Q est lie´e a` l’existence
d’homomorphismes injectifs (et non surjectifs) de JC/Q dans OQ(h) avec h ne´gatif.
D’apre`s 1.5, l’existence d’homomorphismes non nuls de JC/Q dans OQ(h) est e´quivalente
a` l’existence de sections non nulles du faisceau ωC(4 − s + h), donc, puisqu’on a
H0ωC(4 − s + h) = H1OC(s − 4 − h), a` l’ine´galite´ h ≥ s − 4 − e(C) ; il sera possible
d’en obtenir avec h < 0 si et seulement si s0(C) ≤ s < e(C) + 4. Il faut ensuite e´tudier
quels sont les homomorphismes non nuls et non injectifs, qui ne peuvent exister que si Q
n’est pas inte`gre.
Remarque 1.7. Si Q n’est pas inte`gre, posons q = q1q2 et soient Q1 et Q2 les surfaces
correspondantes, s1 et s2 leurs degre´s. Pour tout (i, j) ∈ {(1, 2), (2, 1)} on a une suite
exacte :
0→ OQi(−sj)→ λjOQ → pjOQj → 0
ou` λjpi est e´gal a` la multiplication par qj : OQ(−sj)→ OQ.
Proposition 1.8. Soient C une courbe trace´e sur Q, h ∈ Z, u : JC/Q(−h) → OQ un
homomorphisme non nul et θ la section de ωC(4−s+h) qui lui correspond. Les conditions
suivantes sont e´quivalentes :
i) u n’est pas injectif,
ii) il existe une de´composition q = q1q2, ou` q1 et q2 ne sont pas constants, telle que q1u = 0,
iii) il existe une de´composition q = q1q2, ou` q1 et q2 ne sont pas constants, telle que, avec
les notations de la remarque 1.6, u se factorise par λ2 : OQ1(−s2)→ OQ.
De plus, si h < 0, elles sont encore e´quivalentes a` :
iv) il existe une de´composition q = q1q2, ou` q1 et q2 ne sont pas constants, telle que
q1θ = 0.
De´monstration. i⇒ ii : si u n’est pas injectif, il en est de meˆme de l’homomorphisme de
modules : IC/(q)(−h)→ R/(q) associe´, qu’on de´signera encore par u. Soient g un e´le´ment
de IC dont l’image g est un e´le´ment non nul du noyau de u et q1 le pgcd de q et g, de
sorte qu’on a q = q1q2 et g = q1g
′, ou` q2 et g
′ sont premiers entre eux. Puisque g n’est
pas nul, q1 est un diviseur strict de q, et q2 n’est pas une constante. Pour tout f dans IC
on a gu(f) = fu(g) = 0 ; on en de´duit que si f ′ rele`ve u(f), q = q1q2 divise gf
′ = q1g
′f ′,
donc q2 divise g
′f ′, q2 divise f
′, et q divise q1f
′. On a donc montre´ que q1u = 0. Puisque
u n’est pas nul, ceci prouve aussi que q1 n’est pas une constante.
ii⇔ iii : puisque λ1 est injectif, q1u = λ1p2u est nul si et seulement si p2u est nul, ce
qui e´quivaut au fait que u se factorise par λ2.
iii⇒ i : un homomorphisme JC/Q(−h)→ OQ1(−s2) ne peut pas eˆtre injectif, car le
support sche´matique de JC/Q contient strictement celui de OQ1 .
iv ⇒ ii si h < 0 : si q1θ = 0, q1u : JC/Q(−h) → OQ → OQ(s1) se prolonge a`
OQ(−h), autrement dit il existe v : OQ(−h)→ OQ(s1) tel qu’on ait q1u = vj. On a alors
p2vj = 0, donc p2v se factorise par la projection OQ(−h) → OC(−h) compose´e avec un
homomorphisme OC(−h) → OQ qui est nul pour des raisons de profondeur. Alors v se
factorise e´galement par λ1 : OQ2 → OQ(s1), donc il existe w : OQ(−h) → OQ2 tel qu’on
ait v = λ1w. Puisque h est ne´gatif, w est nul d’ou` le re´sultat.
Remarques 1.9.
1) Si on ne suppose plus que u n’est pas nul, les conditions ii) iii) et iv) restent valables,
a` condition de supposer seulement que q2 n’est pas constant, c’est-a` -dire que q1 est un
diviseur strict de q.
2) Si h < 0 et si on a q = q1q2, ou` q1 et q2 ne sont pas constants et si la surface Q1
d’e´quation q1 contient C, q1 annule H
0ωC(4−s+h) donc il n’existe pas d’homomorphisme
injectif u : JC/Q(−h)→ OQ.
Corollaire 1.10. Soient C et C′ deux courbes trace´es sur Q telles que C′ soit contenue
dans C, h ∈ Z. Soit u′ : JC′/Q(−h)→ OQ et u : JC/Q(−h)→ OQ sa restriction. Alors
1) si u′ n’est pas nul, il en est de meˆme de u ;
2) si u est injectif, il en est de meˆme de u′.
De´monstration. Si u est nul, u′ se factorise par par la projection JC′(−h)→ JC′/JC(−h)
compose´e avec un homomorphisme JC′/JC(−h) → OQ qui est nul pour des raisons de
profondeur, d’ou` 1).
Si u′ n’est pas injectif, d’apre`s 1.7, il existe une de´composition q = q1q2, ou` q1 et q2
ne sont pas constants, telle que q1u
′ = 0, mais alors on a aussi par restriction q1u = 0,
donc u n’est pas injectif.
Corollaire 1.11. Soit C une courbe. On ne peut pas faire a` partir de C de biliaison
e´le´mentaire de hauteur ne´gative si et seulement si pour tout s ≥ s0(C), pour tout h < 0,
pour toute surface Q de degre´ s d’e´quation q contenant C, il existe un diviseur strict q1
de q qui annule H0ωC(4− s+ h).
De´monstration. D’apre`s 1.8, il suffit de voir que si toute section de ωC(4 − s + h) est
annule´e par un diviseur strict de q, il en existe un qui les annule toutes. Cela provient du
fait que si un espace vectoriel est re´union d’un nombre fini de sous-espaces vectoriels, il
est e´gal a` l’un d’entre eux.
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Exemple 1.12. Conside´rons un module de Koszul, c’est-a`-dire un module quotient de
R par une suite re´gulie`re (f1, f2, f3, f4) ou` fi est de degre´ ni avec n1 ≤ n2 ≤ n3 ≤ n4.
On pose µ = sup (n1 + n4, n2 + n3). Toute courbe minimale associe´e a son ide´al gradue´
engendre´ par des polynoˆmes (range´s par degre´s croissants) ff21 , f1f2, gf
2
2 , ff1f4 + gf2f3,
ou` f et g sont des polynoˆmes homoge`nes de degre´s respectifs µ− n1 − n4 et µ− n2 − n3,
non nuls et tels que f , g, et les fi soient deux a` deux sans facteur commun (cf. [MDP1]
IV 6).
On a s0(C) = µ+n1−n4 et e(C) = 2µ−n3−n4−4. Les valeurs de s et h a` conside´rer
sont celles qui ve´rifient s0(C) ≤ s ≤ e(C)+4+h, ou encore µ+n1−n4 ≤ s ≤ 2µ−n3−n4+h.
Quand il en existe (c’est-a`-dire si on n’a pas a` la fois n1 = n2, n3 = n4), les e´quations
des surfaces Q correspondantes sont dans l’ide´al (ff21 , f1f2), donc sont toutes divisibles
strictement par f1, et on ve´rifie que les sections de ωC(4− s+ h) sont annule´es par f1.
2. Minimalite´ des courbes sous-canoniques.
De´finition 2.1. Une courbe est dite sous-canonique s’il existe un fibre´ E de rang 2 sur
P3, un entier relatif n et une section non nulle de E(n) dont le sche´ma des ze´ros est C.
On a alors ωC ≃ OC(2n + c1 − 4), ou` c1 est la premie`re classe de Chern de E . Une telle
courbe est dite minimale pour E si E(n− 1) n’a pas de section globale non nulle.
Proposition 2.2. Soit C une courbe sous-canonique, et C′ une courbe contenue dans
C distincte de C. Alors il existe une courbe C′′ contenue dans C et des isomorphismes :
JC′/JC ≃ ωC′′(−α), JC′′/JC ≃ ωC′(−α) ou` α est l’entier qui ve´rifie ωC ≃ OC(α). De
plus, JC′′ (resp. JC′) est l’annulateur de JC′/JC (resp. JC′′/JC).
De´monstration. On conside`re la suite exacte 0 → JC′/JC → OC → OC′ → 0 et on
lui applique le foncteur HomOP(.,OP). Le support de JC′/JC e´tant de dimension 1, le
faisceau Ext1(JC′/JC ,OP) est nul. On obtient la suite exacte :
0→ Ext2(OC′ ,OP)→ Ext
2(OC ,OP)→ Ext
2(JC′/JC ,OP)→ 0
Sachant qu’on a des isomorphismes : Ext2(OC′ ,OP) ≃ ωC′(4), Ext2(OC ,OP) ≃ ωC(4) ≃
OC(α + 4), on en de´duit un isomorphisme : Ext2(JC′/JC ,OP) ≃ OC′′(α + 4) ou` C′′ est
un sous-sche´ma ferme´ de C qui ve´rifie donc JC′′/JC ≃ ωC′(−α).
D’autre part, en appliquant de nouveau le foncteur HomOP(.,OP) a` la suite exacte
obtenue :
0→ ωC′(4)→ ωC(4)→ OC′′(α+ 4)→ 0
et en tenant compte des isomorphismes canoniques Ext2(ωC(4),OP) ≃ OC et
Ext2(ωC′(4),OP) ≃ OC′ on obtient la suite exacte :
0→ Ext2(OC′′(α+ 4),OP)→ OC → OC′ → Ext
3(OC′′(α+ 4),OP)→ 0
ce qui prouve que C′′ n’est pas vide, que Ext3(OC′′ ,OP) = 0, donc que C′′ est une courbe
(localement Cohen-Macaulay) et que Ext2(OC′′(α+ 4) ≃ ωC′′(−α) ≃ JC′/JC .
La deuxie`me assertion re´sulte du fait que l’annulateur de ωC′ (resp. ωC′′) n’est autre
que JC′ (resp. JC′′).
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Corollaire 2.3. Soient C une courbe sous-canonique, Q une surface de degre´ s con-
tenant C, h un entier, u : JC/Q(−h) → OQ un homomorphisme non nul et θ la section
de ωC(4 + h − s) = OC(α + 4 + h − s) correspondante. Il existe deux courbes C′ et C′′
contenues dans C, une suite exacte 0→ ωC′(−α)→ OC → OC′′ → 0 telles que C′′ soit la
plus grande courbe (e´ventuellement vide) contenue dans le support du conoyau de θ, que
JC′/JC soit le noyau de θ, que u se prolonge a` JC′/Q(−h) et que JC′′ soit l’annulateur
de JC′/JC .
Si h < (s− α− 4, C′′ n’est pas vide.
De´monstration. L’image de θ : OC → ωC(4+h−s) = OC(α+4+h−s) est un quotient
de OC , autrement dit θ peut se factoriser de la manie`re suivante : θ = ǫp, ou` p est la
projection de OC sur un quotient OC′ et ǫ est une injection OC′ → OC(α + 4 + h − s).
Ceci entraˆıne en particulier que tous les associe´s de OC′ sont de dimension 1, donc que C′
est une courbe (non vide car θ 6= 0).
Le conoyau de θ est de la forme OZ(α+4+h−s) ou` Z est un sous-sche´ma ferme´ de C.
Soit C′′ la plus grande courbe contenue dans Z, qui est e´gale a` Z en dehors d’un nombre
fini de points. D’apre`s 2.2, si C′′ n’est pas vide, il existe une courbe C′1 et une suite exacte
0→ ωC′
1
(−α)→ OC → OC′′ → 0, et ǫ se factorise par une injection OC′ → ωC′
1
(4+h− s)
qui est un isomorphisme en-dehors d’un nombre fini de points. On en de´duit que C′ et C′1
sont e´gales.
Le fait que u se prolonge a` JC′/Q(−h) re´sulte de 1.6.
On ve´rifie que l’assertion est encore vraie (mais sans inte´reˆt) si C′′ est vide, ce qui
correspond au cas ou` θ est injective.
Si h < (s−α−4, α+4+h−s est strictement ne´gatif donc θ n’est pas injective (sinon
son conoyau serait de longueur finie et aurait une caracte´ristique de Hilbert strictement
ne´gative).
Proposition 2.4. Soient E un fibre´ de rang 2 sur P3, C une courbe sous-canonique
minimale pour E , Q une surface de degre´ s contenant C et h un entier ne´gatif. On ne peut
pas faire a` partir de C de biliaison e´le´mentaire de hauteur h sur Q.
De´monstration. Quitte a` tensoriser E par un faisceau inversible, on peut supposer qu’on
a une suite exacte :
0→ OP(−a)→ E → JC → 0
et qu’on a H0E(a − 1) = 0, puisque C est minimale pour E . Remarquons qu’on a aussi
H0JC(a− 1) = 0, donc s ≥ a et a+ h− s est strictement ne´gatif.
On a aussi ωC ≃ OC(a− 4).
Supposons qu’il existe un homomorphisme injectif u1 : JC/Q(−h)→ OQ. D’apre`s 1.5
il correspond a` un e´le´ment non nul θ1 de H
0ωC(4 + h− s) = H0OC(a+ h− s).
Soit n0 = inf{n ∈ Z | h0OC(n) 6= 0 }. D’apre`s ce qui pre´ce`de, on a n0 ≤ a+h−s < 0
et s− a+ n0 ≤ h < 0.
Soit θ2 un e´le´ment non nul de H
0OC(n0) = H0ωC(4− a+n0) qui correspond d’apre`s
1.5 a` un homomorphisme non nul u2 : JC/Q → OQ(s− a+ n0).
Pour i ∈ {1, 2} soient C′i et C
′′
i les courbes associe´es a` θi comme on les a construites
en 2.3. Alors θi = ǫipi, ou` pi est la projection de OC sur un quotient OC′
i
et ǫ1 (resp. ǫ2)
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est une injection de OC′
1
dans OC(a+h− s) (resp. de OC′
2
dans OC(n0)) et ui se prolonge
a` JC′
i
/Q. De plus, JC′′
i
est l’annulateur de JC′
i
/JC .
Le produit θ2θ1 est une section de OC(a+h−s+n0) et il est nul par de´finition de n0.
On a donc ǫ2p2ǫ1p1 = 0 (en fait il faudrait plutoˆt l’e´crire ǫ2p2ǫ1(−n0)p1(−n0) = 0, mais
on omettra les de´calages), et p2ǫ1 = 0 puisque p1 est surjectif et ǫ2 injectif. On en de´duit
que C′2 est contenu dans le support du conoyau de ǫ1, qui est est aussi le conoyau de θ1,
donc dans la plus grande courbe contenue dans ce support, c’est-a`-dire C′′1 . On a donc des
inclusions JC ⊆ JC′′
1
⊆ JC′
2
, et puisque u2 se prolonge a` JC′
2
/Q, il se prolonge e´galement
a` JC′′
1
/Q.
D’apre`s 1.10, puisque u1 est injectif, il en est de meˆme de son prolongement a` JC′
1
/Q.
On de´finit ainsi une biliaison e´le´mentaire descendante, de hauteur h sur Q, qui associe Γ
a` C et Γ′1 a` C
′
1. On a donc un diagramme commutatif de suites exactes :
0 → JC/Q(−h) → JC′
1
/Q(−h) → JC′
1
/JC(−h) → 0

y


y
0 → JΓ/Q → JΓ′
1
/Q → JΓ′
1
/JΓ → 0
dans lequel les deux fle`ches verticales sont des isomorphismes induits par u1. On en de´duit
que JΓ′
1
/JΓ est isomorphe a` JC′
1
/JC(−h) donc que l’annulateur de JΓ′
1
/JΓ est e´gal a` JC′′
1
.
Cet annulateur contient e´videmment JΓ, donc JΓ est contenu dans JC′′
1
.
D’autre part, u2 se prolonge en un homomorphisme non nul JC′′
1
/Q → OQ(s−a+n0).
Par composition, on obtient un homomorphisme non nul (cf. 1.9) :
JC/Q(−h) ≃ JΓ/Q → OQ(s− a+ n0)
donc par 1.5 un e´le´ment non nul de H0OC(n0 + h) ce qui donne une contradiction.
The´ore`me 2.5. Soit C une courbe sous-canonique minimale pour un fibre´ E de rang 2
sur P3. Alors C est minimale dans sa classe de biliaison.
De´monstration. Soit Hγ,M le sche´ma de Hilbert des courbes a` cohomologie et module
de Rao constants contenant C, qui est irre´ductible (cf. [MDP1] V et VI). Nous aurons
besoin des re´sultats des deux lemmes suivants :
Lemme 2.6. L’ensemble des courbes sous-canoniques de Hγ,M , minimales pour un
fibre´, est un ouvert.
De´monstration. On a un isomorphisme ωC ≃ OC(α). Une courbe C′ de Hγ,M est sous-
canonique si et seulement si il existe un entier α′ et un isomorphisme ωC′ ≃ OC′(α
′). Mais
puisque C et C′ ont meˆme cohomologie, on a alors α = α′. L’isomorphisme ωC ≃ OC(α)
correspond a` une section de ωC(−α) qui se prolonge sur un voisinage U de C dans Hγ,M
(cf. [MDP1] VII 2.3 et 2.5). Pour toute courbe C′ de U , il existe un homomorphisme
injectif (quitte a` restreindre U) OC′ → ωC′(−α) qui est un isomorphisme car les deux
faisceaux ont meˆme polynoˆme de Hilbert.
Soit C′ une courbe sous-canonique de Hγ,M . On voit facilement que C
′ est minimale
pour le fibre´ auquel elle correspond si et seulement si H0JC′(α + 3) est nul et l’ensemble
des courbes C′ de Hγ,M ve´rifiant H
0JC′(α+ 3) = 0 est soit vide, soit e´gal a` Hγ,M .
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Lemme 2.7. L’ensemble des courbes de Hγ,M pour lesquelles on peut faire une biliaison
(s, h) est un ouvert.
De´monstration. C’est une conse´quence de [MDP1] VII 4.7.
Fin de la de´monstration du The´ore`me 2.5. Si C n’est pas minimale dans sa classe
de biliaison, il existe un entier m ≥ 1, une suite de courbes C0, C1, . . . , Cm telle que Ci+1
s’obtienne a` partir de Ci par une biliaison e´le´mentaire de hauteur strictement positive, et C
a` partir de Cm par une de´formation a` cohomologie et module de Rao constants (cf [MDP1]
IV 5). Soit s le degre´ de la surface sur laquelle on fait la biliaison e´le´mentaire qui fait passer
de Cm−1 a` Cm et −h sa hauteur. L’ouvert des courbes de Hγ,M pour lesquelles on peut
faire une biliaison (s, h) est donc non vide. Puisque Hγ,M est irre´ductible, cet ouvert
rencontre l’ouvert des courbes sous-canoniques minimales pour un fibre´, et la proposition
2.4 donne une contradiction.
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